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Aanbevolen literatuur: E Landau, Vorlesungen Uber Zahlenthe•• 
orie, deel I 
G.H. Hardy en E.M. Wright, An introduc 
tion in the theory of number • 
. - - •7 , ••• - . -· ~ ~ ... - .. -
Di=: getallen - .•. -·),· 2; -1, o, 1, 2 .. ,gehelerationale 
getall2n, kortweg geh~le getallen; de getallen 0,1,2,3, .••. d~. 
niet ... negatieve' g-ehel-e, en de getallen 1,2,3, ..••.•• de positit".:ve 
gehele get·allen. 
Als a geh~el is, is ook -a geheel. Met a en b zijn ook a~b, 
a-b en ab geheel. Uit a> b volgt a ~ b+1. 
Defin1tie: Zij a/ O, b willekeurig. b heet door a deelbaar, 
als er c:en geheel get al q bes taat met b = qa. 
b heet dan een veelvoud van a, a is een deler van b. 









volgende stellingen zijn eenvoudig te bewijzen: 
' 
s b volgt: a/-b; -a/· b; 181 / lb\. 
a/b en b/c volgt a/c. ( de deelbaarheid is transit:i..ef') 
ao/bc volgt B/b, en omgekeerd: uit a/b enc,,,£ 0 volgt 
ac/bc. 
4. Uj_t a/b volgt : c¥bx voor elke x. 
5. Ui t a/b, a/c v · ,lgt: a/b-:-c en a/b-c. 
6. Ui'c a/b en a/c volgt a/bx+cy. 
7. Is a> 0 en b willekeurig, dan bestaat er precies een paar 
getallen (q,r) met b = aq+r, O § r < a. Kortweg: dPeltal = 
deler x quoti~nt + rest. (o ~rest< deler) 
Stelling (ontwikkeling in g-tallig stelsel) 
, , ,, I Zij g > 1. Elk getal a> O kan men op een en slechts een 
manier schrijven in de vorm: 
2 . n 
a= c0 +c 1g + c2g + •••• +cng 
met 
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2. 
Bewijs. 1) de mogelijkheid. Wij bewijzen dit met volledi-
ge inductie naar a. Voor a = 1 duidelijk. Stel voor a> 1 en 
1,2 ••. ,a-·1 is de stelling bewezen. a ligt dan zeker in een 
der intervallen~ 
1 :f a < g, g § a "§ g2 , g 2 ~ a ~ g3 , enz. 
Er is dus een n ~ 0 met gn ~a~ gn+ 1 • Dan is a= cngn+r 
(0 ~ r<gn). Hierin is c >0, want c gn = a-r>gn-gn = 0; en 
n Il+1 n o c < g, want c g ~ a< g • Is r = 0, dan klaar. Is r > 
n n n t dan wegens r<g ;§ a (inductie) r = b0 +b 1g+ ••• +btg (t ~ O, 
b t > 0 , 0 < bi < g ( O :S i ~ t ) . Hi er in is t < n , daar gn > r ~ 
> b t > t d 
= tg = g' us 
t t+1 n-1 n 
a= b0 +b 1 g+•••+btg +o•g + •.• +O.g +cng. 
2. E~pdu_idighei_i. 
Zij a =·c0 +c 1g+•••+cngn = d0 +d1g+•••+d~gr, dan te bewijzen: 
d (0 ~- 1· ~- n). n = r en c. = . l. 1 
Ylas di t niet het geval, dan zou 
0 = e0 +e 1g+ ••• +e 8 g 8 (s>0; e 8 /. O, ... g<e1 <g 1 0 ~ i~s) 
dus 
gs -s I s I l s-1 \ e g 1= e + ••• +e 1g S O s- = (g- 1 )( 1+g+ ••• +gs-1)=gs_1 
Tegenspraak. 
!Cl:.e~s,:t gem&nJL ve_e1--~Y01:,ld. Zij a> 0, b > 0. Onder al de gemeen-
schappelijke veelvouden van a en b zij m het kleinste posi-
tieve. 
Ste]J.i:rig.. Zij n een willekeu:rig veelvoud van a en b. Dan 
is m/n. 
:Sewijs. g_ en r zijn te bepalen zodat n = qm+r (0 :§ r<m). 
r = n-qm. Nu is a/n en a/m 9 dus a/r. Evenzo: b/r. r is dus 
een kleiner gemeenscha.ppelijk veelvoud van a en b dan m, 
dus r = o. 
Stellil1£i:• Is a f O. b/a dan is lb I :§ J a\. 
Eewij~. b/a, dus a= qb met q ~ O, dus lql ~ 1, en lat= 
= \qi lb!~ !bl. Hieru.it volgt: fil)._r_g_etal a./. 0 heeft slechts 
~ ,eindig aa.ntal -®l.E?Y...§.• 
Grootst _gemene del,~· Laten a en b niet beide O zijn. Onder 
de gemeenschappelijke delers van a en b zij d de grootste 
positieve. Deze bestaat, want minstens een der beide ge-
tallen a en b heeft een eindig aantal delers, en 1 is zeker 
een gemeenschappeli jke deler. Schrijfwij ze ~ (a, b) o 
Stelli~g. 1) Zij f een gemeenschappelijke deler van a en b, 
dan is f/d .. 
2) Als a > 0, b > 0 en m het K. G. V. van a en b, dan 
is md = ab. 
Jlewijs. I Zij a>O b>O. ab is gem·. v0elV"oud, dusm/ab of 
ab= mg (g = gehecl). Zullen bewijzen: g = d. . 
Uit f/a, f/b volgt 1· geheel, f geheel, dus a/ 2j.- enb(}2,. 
Dus m/ ab of fil. / .al?. • Dus .?-..:Q. • a_b = g geheel of ·f/f:f'. f j, f t. 0 g f O 
Verdsr is:= t = geheel 7 } - a= geheel, dus g/a en g/b. 
g is dus gemeenschappelijkEdeler voor a en b; en elke ge-
meenschappelijko deler f gaat in g op en !fl ~ lg!. Dus g = d. 
II. Is a/. 0 b /. O, maar niet a> 0 1 b.> O, dan bedenke men 
dat la i dezelfde deler heeft als a, lb I dezelfde als b, dus 
is ook d juist de G.G.D. van !al en lb\. 
III. Is eon van beide getallen a en b nul, bijv. a= O, dus 
b f..O ~ Dan is d = \b\ 1 en volgt uit f/0, f/b weer f/d. 
Is (a.b) = 1, dan heten a en b .~erlj,_11,&_011_dee]_j)aar. 
Gemakkelijk bewijst meni 
_Ste.11J..ng_. Uit (a,b)= d volgt (! 1 ~ ) == 1. en omgelrnerd. 
a b · Uit O >0 c/a, c/b en ( C ? ~c) == 1 volgt C = (a,b). 
Hiermede bewijst men de voorname stelling: 
§.telling. Uit a/be en (a,b) = 1 volgt a/o. 
].C§:,wij_§_. a/:. O. 1) . Is o = o, dan is a = 1, dus a/c. 
2) Is b /:. 0 en ism het K.G.V. van !a\ en lb!, dan is 
mo1 = la! lb\ • be is dus een gemeenschappelijk veelvoud 
van \a\ en van \ b ! , dus m/bc of la I l bl / b·c of ab/be of 
a/c. Hieruit volgt direct: 
Stel~_ing. Uit a/a 1 ••• an en (a,ai) = 1 ( 1 :S i < n) volgt a/an• 
Elk getal a >1 heeft minstens 2 positieve delers nl. 1 en a. 
Defini tie. Elk getal a > 1 heet ..1?£1...§In.geiz.al, a.ls di t slechts 
twee positieve delers 1 en a heeft. Gebruiken voor priem-
getallen steeds p?p' ,:p 1 ,:p2 , enz. Het getal 1 wordt niet als 
priemgetal gerekend. Een getal > 1 dat niet :priemgetal is, 
heet ~l).__g__esteld g_e_tal. 
Stellin_g. Elk getal a >1 is steeds v$or te stellen als 
een product van priemgetallen. a== ll p (r = 1). 
l'ka1 n 
~wi.j s.. ( voor volledige inductie). Voor a = 2 is de stel-
ling duidelijk. Zij a> 2 en de stelling bewezen voor 2,3,,... ,ar-1. 
Is a priem, dan is de stelling trivia~l. Is a samengesteld, 
dan kunnen wij schrijven ~ a == a 1 a2 , 1 < a 1 <a, 1 < a2 < a. 
volgens inductie kunnen a 1 en a2 in priemfactoren warden 
ontbonden. 
Is n = ab, dan kunnen niet beide factoren a en b grater 
ziJn dan Vn. Elk samengesteld getal is dus deelbaar door 
een priemgetal dat niet groter is dan Vn. 
§telling. Er zi.j!l_ oneindig veel .12ri.emgctallen. 
Bew:Li_s. (van Eu.elides). Laat 2,3,5, ••• ,p de verzameling 
zijn van priemgetallen tot en met p zijn, dan beschouwen we 
a= 2~3.5 ••. p+1. 
a is niot deelbaar door een van de priemgetallen 2.3.5 ••• p. 
Dus of a is zelf priem, of deelbaar door een priemgetal 
groter dan a. 
De volgende stellingen zijn weer eenvoudig te bewijzen. 
Stelli11_g. Is p ~ a, dan is (p,a) = 1. 
Stelli11_g_. Is p/a1 ••• ani dan is voor minstens voor ~en i 
p/ai • 
§jelling, Is PIP1•••Pn dan is voor minstens een i J?=Pi· 
Hoofdstelling. De ontbinding in priemfactoren 
a = :P 1:P2 , • • • ,Pn 
van elk getal a > 1, is op de volgorde van de factoren na 
eenduidig; 
J3ewijs. We moeten bewijzen dat uit a= p 1:p2 ,•••I'n=P1:P2•••P~ 
P 1 ~ P2 ~ ••• § Pn, :P1 ~ p2§ ••• ~ Pn volgt n = tl', pi=pi 
(1~i:§n). 
I. Voor a= 2 is de bewering juist. n = n 1 = 1, p1=p1 = 2. 
Zij voor a> 2 de bewering voor 1,2, ••• , ~-1 bewezen. Is a 
priemgetal, dan is de bewering triviaal. 
Is a samengesteld, dan is n>1 .. n'> 1. Uit p1/p 1 ••• pn en 
p 1/p1 , •• p~ volgt, dat voor minstens een i en voor minstens 
een j geldt p 1 = pi, p 1 = Pj• Nu is 
:P 1 ~ Pi = p1 :§ pj= p 1 , dus p 1 = p 1 ■ Daar 1 < p 1 < a.,p 1/a 
is dus 
1 a ' 1 ' Du 1 · d t· < ~ = P2 P3 , • • • ,Pn= ~ P3 • • •Pn < a. s vo gens in uc 1e-
ondcrsielling n-1 = n'-1 of n = n', en p1 = P{ (2= i ~ n). 
Gevol_g_ • Elk get al a > 1 is dus van de vorm 
a= TT 1? 
~/a 
waarxn p de vorschillende in a bevatte priemgetallen door-
loopt. 
De eerste pricmgetallen ziJn~ 
2,3,5,7,11913,17,19,23,·•·· 
Men kan een tabel van deze priemgetallen construeren, die 
niet groter zijn dan N, met behulp van de z •. g. 11 zeef van 
Era to sthe n e s 11 • 
Voor elke n ~ N, en n niet priem, is n deelbaar door een 
pricmgetal dat niet groter is dan VN. ;7e schrijven nu 





dus 22 en verder elk 2-voudi 
dus 32 en verder elk nog niet doorgestreept 
3-voud, 
We zetten di t })roe es voort, totdat het getal waarvan de 
ve.e.Ji.vcude.n doorgostreept worden grater wordt dan Vii. 
Elementaire Getallentheorie II 
door Prof.~r B.Meulenbeld en Prof.Dr S.C.v.Veen 
11 ln 
Stelling. Het aant8l delers van a=p 1 ...• pn bedraagt (1 1+1) .... (ln+1). 
Getallentheoretische functies. 
Definitie. Elke functie F(a) die voor elke gehele a> O is gedefinieerd, 
heet getallentheoretische functie. 
Voorbeelden: F(a)=□ ! ; F(a)= cos a; F(a)= 41 , enz. 
a +1 
:'.)e som van de posi tieve delers van a > O noemen we S (a). 
Stelling: Is a > 1 en a= TT p1 , dr:m is 
p/8 
1+1 1 S(a)=Tf P -p/~ p-1 
Bewijs. Telt men de delers op, dan vindt men 
11 1,-:i 1 1+1 1 (1+p..,+ .. +p1 )("l+p2+ .. +p::1 "-) ••• (1+pn+ .. +pn n)= 17/1 pp-1- • 
p a 
Jefinities. 
1) Elke positieve deler van a, beh8lve a, heet echte deler van a. 
15 heeft als echte delers 1,3,5. 
2) a heet even a ls 2/3, on even ::i ls 2 ../- o. O is even. Van twee op elkaa r 
volgende natuurlijke getallen is er een even en een oneven. Elke 
p > 2 is oneven. 
3) a heet volkomen getal, als a= som van de echte delers van a, dus 
als S(a )=2a. 
Voorbeelden: 6=1+2+3, 28=1+2+4+7+14, enz. 
Stelling: Is P=2n-1 (dus n >1), don is a==Pt1 P=2n- 1 (2n-1) 
C. 
een volkomen getcil, en c.1nders zijnner gee~ even volkomen getallen 
BewiJs a) S(a)= s(2n- 1(2n-1)} == ~-~ 1 . ~_11 = (2n-1)2n=2a. 
n is dus volkomen. 
b) Is a een volkomen even getal, dan is 
n-1 3=2 . u, n > 1, u > g en on even 
dus 2nu=2a=S(a)= ~_11 S(u)=(2n-1)S(u). 
2nu S(u)= -- = u+ u 
2n-1 2n-1 · 
_u_ = S(u)-u is geheel, dus wegens n > 1 een echte deler van u. De som 
2n-1 
s(u) is gelijk aan de som van u en een echte deler. Dus u is priem en 
de echte deler u =1 of u~2n-1. 
2n-1 
Dus a=2n- 1 (2n-1). 
Men weet niet ofer oneindig veel even volkomen getollen zijn, dus of er 
oneindig veel ~etallen n zijn, waarvoor 2n-1 priem is,Voor n=4 is 2n-1 
niet priem. Voor n= niet-priem ia 2n-1 samengesteld. n=5 geeft volkomen 
getal 4 16.31.n=7 8128. Voor n=11 is 2n-1=2047= 23.89, levert dus 
geen volkomen getal. 
Mersenne beweerde in 1644 dat M =2p-1 priem is voor p=2,3,5,7,13,17,19, p 
31,67,127,257 en voor de overige tussengelegen woarden van p samenge-
steld. Dit is echter onjuist, daar in 1886 Pervusin en Seelhoff ontdek-
ten, d1t M61 priem is, en in 1903 bewees Cole dat M67=193707721. 761838257287 
S3mengesteld is. Men weet nu d7t Mp priem is voor p=2,3,5,7,13,17,19,31, 
61,89,107,127 en samengesteld voor de andere W80rden van p~257, behalve 
voor P=157,167J193,199,227,229 waarv2n men de aard niet kent. 
I'eze get'.Jllen noemt men de getallen v2n Mersenne. Men weet niet of er 
zelfs een oneven volkomen getal is. 
De getsillen v::rn Fermat zi,jn gedefinieerd door 
2n 
Pn=2 +1, zodat F1 , F2=17, F3=257, enz, 
~oze getallen spelen een rol in de cirkeldelingstheorie. Gauss bewees 
. 
J~t als Fn prie~ pis, er een regelm□ tige p-zijdige veelhoek in een 
·irkel kan geconstrueerd warden met passer en lineaal. 
~telling: Geen twee Fermat-gct1llen hebben een G.G.D. >1. 
,:y,.w., js c:1,tr,1 n1/F' m Ip (, k > 0) • 
. , '-~ -1... " 1._ I_.,, • ~ n, i n+k 
,, n l? ·:> 
Is X=2L, don is Ln+k-~ 
Fn 
,-:i k 
.. , xr--1 -- geheel 
:Jus 17 /R _r) 
··l-<:"n+l{ ~. Ult m/F,., +k en 1, . volgen m/2, en daar Fn oneven 
t s , is m= ·1 • 
=c ecrste vier Fermat-getallen ziJn oriemi en Permat vermoedde dat ze 
" 25 
· llr:-.:: pricm w2 ren. Euler vond c:chter in 1732., d:1t 8\::=2 +1=641.67oc1f17. 
_) 
L·-!tec is bewezcn cli=!t F s:1mengesteld i.s voor· n==7.,8_,9J)'11.,12.,15,18,23 ,36) 
n 
?unctie van M~bius: De getallentheoretische functie 1u(a) van M~bius wordt 
E::finieerc1 door: 
,- 1 voor a:=1 
= ~ (-1) 11 , :ln het geval dnt a het product is van n(~1) verschillen-
de priemgetallen. ( O, overigens., d.1. als a minstens een priemgetalkwadraat bevat. 
corbeelden: ;c-1(·1)=-1, /d(2)=-'1 3 11.1(3)=-1. In 1 t algemeen;u(p)=-1,;u(4)=0; 
/,i(G)=1., ;u(8)=0_. ,lll(9)=0., /<-l(10)=·1., enz. 
t e 111 n g • Vo o r D > 0 , b > 0 , ( n , b ) = 1 g e 1 d t /U ( n i::i ) :::yu. ( a ).,u ( b ) • 
Dewijs. a) Is 2 of b niet kwadraatvrij, dan is ab dit oak niet. Dus 
1/U ( a 'o ) =0= JU ( c )JJ. ( b) . 
b) Zijn a en b kwadraatvrij, dan is wegens (a.b)=1 oak ab kwa-
3 
drnatvrij. Is a=1 of b=1, don stelling trivioal. In de andere gevallen 
is het ,gantal \;riemfactoren v,:m ab gelijk aon de som van de aantallen 
priemfactoren van □ en b. 
:]telling. __ { 1 1 
ba/u(d)= 0 ~~~~ ~:1 
Be wi j s • a ) Z /tl ( d ) =r..:t ( 1 ) = 1 • 
d/1 1 1 
1 n b) Is a>1 en a=p1 ••• pn , dan is 
/.~ ;u ( d ) = L ;u ( d ) = 1 + ( ~ ) ( -1 ) + ( ~ ) ( -1 ) 2 + ( 3 ) ( -1 ) 3 + .•.. + ( ~ ) ( -1 ) n = ( 1-1 ) n =0 • 
d/a d/p 1 •.. pn 
Stelling. (MBbius-omkering). Zij F(a) een willekeurige getallentheore-
tische functie, en zij G(a)= Z::. F(d), dan is 
d/n 
F(r1)= L ;u(d)G(~). 
d/a 
Bcwijs. Voor elke positieve d/8 is G( 8 )=L. F(b) 
a b/a 
d 
;u(d)G(¾)= .Lfl(d)F(b), dus L. JJ(d)G(~)= L.. L 8 /:t(d)F(b) = 
1 b/~ d/,:J d/8 b/a-
= L.. ~/a ;u ( d ) F ( b) = z F ( b) ~,fl ( a ) =F ( a ) • 
b~ Th b~ To 
~unctie van Euler. Ondcr de getallentheoretische functie f(a) verstaat 
men het aantal van de getall0n n ult de rij 1,2, ... ,a, waarvoor (n,a)=1. 
Voorbeelden. ~(1)=1, f(2)=1, ,(3)=2, ~(4)=2, f(5)=4, ,(6)=2. ~(p)=p-1. 
Stelling. Z ~(d)=a, 
d/a 
Bewijs. Verdeel de a get1llen 1,2,.,.,8 in kl8ssen naar de waarden van 
i.L(n.,::i), voor die 1J>O die in 8 opg::i8n. Bij elke d/a behoren die n==kd., 
vv.::: 1 rvoor (kd, 1 ) =d of ( k , ~ )=1 • 
rs~ t i " 0 kd < f O k·< 8 . . t ( 3 ) t 11 L~ Z Jn wegenS < =□, 0 < =a JUlS fa ge 8 en, 
Dus is a= L. <p (;)= L :.p(d). 
d/3 d/n 
:~~,telling. (f( o )=8 L /u~ d) . 
a/a 
Dewijs. We pnssen de Mobius-omkering toe: met F(a )=f(o). 
G(8)= L~c.p(d)=ci, dus <p(a)= L. fJ(d)~ = aL. ~u(d) 
d/n d/o d/s -a--· 
Stelling. ~(a)=a TT (1-;). 
p/a 
Bewijs. a) voor a=1 is ~(1)=1 (leeg product). 
11 ln . b) zij 8>1, 8=P1 •. ·Pn . D:rn lS 
n 
'f ( a ) = a L /L-1 ~ d ) = a 1T ( 1--1) . 
d/p 1 •• pn i=1 pi 
4 
1 -1 
Stelling. Voor 8>1 is tp ( 8 ) = TT Pn n ( Pn -1 ) • 
D='I 
n 1 n n 1 n 1 1 
Bewijs: . 1 i 1 Tf .-<.p ( a ) = i T pi· 1 17 ( 1 -- ) = TT P 1 ( 1--P _) = P 1. 1 ( P 1, -1 ) . 
. 1 ' 1 D, ' 1 .. ' 1 l= l= " l l= l l= 
Gevolg. ~(p 1 )=p1 - 1 (p-1). 
Stelling. Voor 8>0, b>O, (o,b)=1 is ~(nb)=~(n)~(b). 
Rewijs: Is 8=1 of b=1, dnn is de stelling triviaal. 
n s 
11 T/ m. 
D= Tl p 1• > 1, b= . 1 q. J > 1 , dus J= J i=1 n 
:::_ius 
B 
:=i,1nr (o,b)=1 is n s 
TT L rr m. ab= l J i=1 l:Ji j=1 qj . 
n s 
17 1. -1 rr rn. -1 
'-p(::ib)= pi l ( pi -1) qj J (qj-1)=~( □ )~(b). 1='1 j=1 
ELEMENTAIRE GETALLENTHEORIE III 
door Prof. Dr B. Meulenbeld en Prof. Dr s.c. van Veen 
Leer der congruenties. 
Def. a= b (mod m)(m> O)., als m/a-b 
a~ b ( mod m) a ls m / a-b. 
Eigenschappen: 1. a2 a(mod m) (reflexief) 
2. uit a;;ab (mod m) volgt b= a (mod m)(symmetriseh) 
3. uit D;.;;b (mod m), bee (mod m) volgt a=c (mod m) 
(transitief) 
Deel t men c door m volgens c=qm+r ( O ~ r < m), d::m '.rtO?Clt r de rest van c 
(mod m) genoemd. a=b (mod m) geldt dan en alleen dan als a en b dezelfde 
rest mod m hebben. 
De gehele getallen vallen dus mod min m restklassen uiteen, zodat elk 
tweetal getallen uit dezelfde klas congruent mod m zijn, en elk tweetal 
uit verschillende klassen incongruent zijn. 
Stellingen: 1. Ui t as b, c = d volgt a +c = b+d, a-cs b-d. 
2. Uit n 1 = b 1 , n 2 = b 2 ,. •Pn= bn volgt 
a 1 + • . . +an= b 1 + •. + b n . 
3. Ui t o = b volgt voor elke c ac =be. 
4. Uit 2::::b, C::d volgt 8C;;;;.bd. 
5 Uit a 1 :=: b1 J a 2 = b2 ., •. ,ane bn volgt 
a 1a 2 .• an= b 1b 2 •• bn. 
6. Ui t o :s b, n > O volgt an= bn. 
7. Zi j f ( x )==co +c 1x+ ... +cnxn een veel term met gehele coeffici~n-
ten. Uit 8= b volgt f(a)s f(b). 
8 . Ui t a c = be ( c, m) =1 v o lgt a s b . 
9. Uit ac = be (mod m) volgt 
a:b (mod(2l_)). (I) c.,m 
Bewijs: m/(n-b)c, dus(c,~) /(a-b)(c,~) . 
Daar ((:_,m)'(c~m))= 1 is, volgt(c~m)/a-b. 
10. Uit a::: b (mod m), n > O n/m volgt as b (mod n). 
11. Uit as b (mod m), c ::>0 volgt ac= be (mod cm) en omgekeerc. 
Def. Onder een volledig restsysteem mod m verstaat men een sy-steem van 
m getallen, waarvan er elk= 0,1,, .. , m-1 (mod m) is. Het is dus een 
systeem von m representanten van alle restklassen. 
2 
Def. Het aantal oplossingen van f(x)sO (mod m) is .h&~ a~tel ~ ~-
-lossingen in een willekeurig volledig re-at,e-yst-&&m. 
Def. Onder een gereduceerd restsysteem mod m v~r-s.taet men een systeem 
- -------- ------ =-- ,.. 
van o/(m) getallen, die representanten zijn van die klassen, waarvan 
de getallen onderling ondeelbaar zijn met m. 
Stelling. Is (k,m)=1 en a1 ,a 2,.,am een willekeurig volledig reetsy-
steem, dan is a1 _k.,a 2k, •• ,amk dit ook, 
Bewijs: Deze m g,e.tall~n zijn Oi\derli~ it\-0~~1.litftt, iM~s oit 
8:rk= a5 k (mod m) 1 ~ r ~ m, 1 .& s ;;ii m volgt wegens (k,m)=1: ar• a.s. (M-e-d m), 
dus r=s. 
Ste~ling • Is ( k.,m)==1 en a 1 .;a 2, .. ,a ~(m) een will~k~ s~n'&duceel"d 
rest~ysteerrt; ~~n is a1k., a 2k, •• ,a f(m)k dit ook. 
Bewijs: Volgens de vorige et•lling tijn ze ond~~Ung inoor,gruent en 
onderli-nt ~-Mlbear ,iitet m wegens (~,m)=1. 
Stelling. Is (a,m)=1 dan heeft de congruentie 
ax+a 0 sO (mod m) (1) 
precies een oplossing, 
Bewijst De ~etallen a.o, a.1, ••• ,D.(m.1) vormen een volledig ~tsy~ 
ste.em. Een van tle~e getallen :i..s dus = •tl-0 Lm~ al. 
Deze stelling is een bijt~ ~~al -rtm de volgenae 
Stelling. De c.~~ie a:r+a 0 = 0 {mod m) is dan en alleen dan oplos-
baa r alg ,a.m)/a 0 • 
In dat geval is het aantal oplossingen =(a,m), en aan de congruent1e 
voldoen vreotes alle x van e-e::i b,.epaal~e restkla•ae mo.cs-~). 
Bewijs: Is (1) ,cp.lc,.e,ba-or. dan is ax-i-a'O',:;O {ffl-Od (a.,.m.));a 0~◊-~ (a.ml). 
ls a0 ;; O (mod (a .m)) dan is de congruentie 
0 8 0 _ m (a,in) .>e+ (a,m) :.; 0 (mod (a,m) ) (2) 
oplosbaar. dus ook (1}. (2) heeft dan precies een oplossing en dus (1) 
(a,m) oploss1ngen. 
Stelling. Zij n > 1, de getallen a1 ••• an niet alle O, d=(a 1,a 2 , •• ,an), 
dan heett de diophantische vergelijking a1x1+ •.• +anxn=c dan en alleen 
jan een oplossing als d/c. 
Bewijs:, Zonder de algemeenheid te schaden mag men stellen 
9 1 >o, .•• ,an>O. 
Is de vergelijking oplosbaar, dan is d/a 1x1+ .. +anxn, du& d/c. ZiJ nu 
j/c. Ia n=2, dan moeten we oplossen a1x1+a 2x2=c of a1x1-e li! 0 (mod a2 ). 
)ese is oplosbaar, daar (a 1 ,a 2)/-c. Zij n > ~ .. dan wordt ae bewering 
~oor 2~ ••• ,n-1 als bewezen aangenomen. We stellen (a 1., •• ,a0 _1 )=a 1 dan 
is (a,an)=d. We kunnen nu oplossen ax+a x =c. Daar (a 1, •• ,a 1 )/ax zijn n n n-
1olgena inductieonderstelling x1, •• ,xn_1 te vinden met a1x1+ •• +an_1xn=ax, 
~n dus a1x1+ •• +a 1x 1+a x =c. n- n- n _n 
3 
Gevolg. Is (a, b )=1 dan is de 11 onbepaaldenverg-elijking: ax+b-y=1 eplos-
baar. 
Stelling. Is (a,b)=d, en d/c, dus ax+by=c oplosbaar, dan volgen uit de 
oplossing (x0 .,y0 ) alle oplossingen: x=x0+t~, Y=Yo-t¼ (t willekeurig). 
Bewijs: 1) Het zijn oplossingen: 
a(x0+ti)+b(y0-t¾) = ax0 +by0=c. 
2) Er ziJn geen andere oplossingen. Zonder beperking der algemeenheid 
mc1g men stellen b,;,1: O. Uit ax+by=c=ax9+by 0 volgt ax-c= O (mod lb\)., 
ax0 -c = o (mod lb l), dus x=x0 (mod 4) of x=x0 +t~ • Verder is 
by=c-ax=c-a(x0+t~)= (c-ax0 )-bat = by0-b¥- = b{y0-t%) of y~y0-ta. 
Gevolg. Is (a,b)=1 en is (x0 ,y0 ) een oplossing van ax+by=1, dan zijn 
alle oplossingen: x=x0 +tb, y=yO-ta (t willekeurig). 
Stelling. De congruenties XE a 1 ( mod m1 ), x-=a 2 (mod m2) hebben dan 
en alleen dan een oplossing als (m1 ,m2 )/a 1-a 2 . Is dit zo, dan zijn de 
oplossingen de getallen van een bepaalde restklasse mod m (m=KGV van 
m1 en m2 ). 
Bewijs: 1) Stelt men (m1 ,m2 )=d, dan is x;;;;;a 1 (mod d), x1:::a 2 (mod d), 
dus a 1 E. t1 2 (mod d), dus d/a 1-a 2 . 
2) Is d/a 1-a 2 , dan moet men uit de oplossingen x=a 1 +ym1 (y willekeurig) 
er een kiezen die aan x-= a 2 (mod m2 ) voldoet. Dus a1+ym1 ;;e a2 (mod m2 ), 
of ym1 +(a 1-a,..,) = 0 (mod m2 ). Deze heeft een oplossingJ_ die de vorm a m2 m2 m1m2 
heeft Y= Yo (mod er) . Dus x==a 1+(y0 +t0 )m1=a 1+m1y 0+t d =a 1+m1 y0 +tm 
(t willekeurig). Dit is een bepaalde restklasse mod m. 
Stelling. Zij n > 1. Elk tweetal van de getallen m'1, •. ,m2 zijn onder-
ling ondeelbaar. Dan zijn de ;ongruenties x = -~ 1(mod m1)(1=1, .. ,n) 
oplosbaar, en de gemeenschapp~lijke oplossingen bestaan uit allege-
tallen van een bepaalde restk1asse mod m1m2 •• m11 • 
Bewijs: Voor m=2 is dit wegen0 m=m1m2 in de vorige stelling bewezen. 
Zij m > 2 en de beweringen voor n-1 bewezen. De eerste n-1 congruenties 
hebben dus bij passende a een oplossing: x = a (mod m1 ••. mn-'1). Uit de 
vorige stelling volgt dan verder deze, daar (m1 •.. mn_ 1 ,m)=4. 
Stellin~. Zij n > 1 en elk tweetal van de getallen m1, • .,mn onder-ling 
ondeelbaar. Dan is het ::iantal oplossingen van f(x) =O (mod m1 ••• mn) 
gelijk aan het product van de aantnllen oplossingen van 
f ( x) == O ( mod m1 ), ••• , f ( x) = 0 ( mod mn) . 
Bewijs: Het is duidelijk, dat f(x)= 0 (mod m1 •• mn) vervuld is dan 
en nlleen dan als f(x)= O (mod m'1)' ... , f(x):::O (mod mn). 
Heeft een van deze laatste geen oplossing, dan ook de eerste niet. Zijn 
deze laatste alle oplosbaar, dan komt er volgens de vorige stelling 
met iedere restklasse mod m1 , mod m2, •. mod mn, die aan de laatste 
4 
congruenties voldoen, een restklnsse mod m1 ••• mn overeen die aan de 
eerste .congruentie voldoet. 
Stelling. Is f(x)=co+c1x+ •. +cnxn, p / en, dan heeft de congruentie 
f(x) = O (mod p) hoogstens n oplossingen. 
Bewijs: 1) Voor n = 0 is di t duidelijk., . daa l" voor iederex ~ j O (mod p) 
2) Zij n> 0 en de bewering van n-1 bewezen. Zou f(x):O (mod p) n+1 
wortels x 0 ;~ •• .,xn.hebben., dan zou gelden: 
f(x)-f(x0 )=(x-x0 ) g(x), met g(x)=bo+b1x+ ... +bn_1xn-'1 
bn_ 1=cn,P/bn_1 , en (xi-x0 )g(x.1 )sf(x1 ) .. f(x0 )s0 (mod p) 
voor 1=1,2, •• n. Dus g(xi):;;0 (mod p) voor i==1.,2, •• n~ 
met de inductie-onderstelling. 
Kleine stelling van Fermat. Is (a,m}=1, dan is 
4>(m) 
2 - 1 (mod m), 
hetgeen strijdt 
Bwwijs: Zij a1 , .• ,a~(m) een gereduceerd restsysteem mod m; dan is 
aa 1 , ••• ,aa~(m) er ook een. Afgezien van de volgorde zijn dus de a 1 aan 
de aa 1 congruent (i=1, •. , tp(m)). Dus geldt ook: 
a 1a 2 •• a<9(m) = aa 1 .ac1 2 ••• aa<?(m)= a(\)(m)a 1a 2 •• a<p(m)(mod m 
d us , d a a r m f a i : a <p( m) = 1 ( mod m) • 
Gevolg. Voor pf s is a p-'1 = 1 (mod p} en voor elke a a Ps a (mod p). 
Stelling van Wilson. ( p-1) ! = -1 (mod p) 
p-1 
Bewijs: Beschouw f(x)=xP- 1-1-iTJ~ (x-i). 
Di t is een veel term van de (p-2)e graad, die p-1 wortels 1, 2, •• p-1 zou 
hebben. Dit kan alleen als alle cogfficienten van f(x) deelbaar zijn 
door p. De constante term is -1-(-1)P-1 (p-1)~. 
Dus -1-( -1) P-1 ( p-1) ! = 0 ( p), of ( p-1) ! ::: -1 (mod p). 
ELEMENTAIRE GETALLENTHEORIE IV 
door Prof. Dr B. Meulenbeld en Prof. Dr S.C, van Veen 
2E!)g~keerde van de stelling van Wilson. 
Als gegeven is (a-1)! ~ -1 (mod a), dan is a priem. 
Bewijs: Was a samengesteld: a=bc met 2~b:aa-1, 2~c~a-1, dan was het 
linkerlid = 0 (mod b) en het rechterlid niet. Tegenspraak. 
Theorie der kwadraatresten. 
Definitie. Als de congruentie x2 ~n (mod m) oplosbaar is, heet n kwa-
draatrest mod m; niet oplosbaar, dan een niet-rest mod m. 
- -- - -- -
n heet Gus kwadraatrest mod m, als n representant is van een klasse, 
waarin 1cwadraten voorkomen. Zo is 7 kwadraatrest mod 9. Immers 52== 7 
(mod 9). We onderzoeken eerst het geval dat m een priemgetal pis. 
Voor P=2 is elk getal kwadraatrest. Daarom nemen wij aan P> 2. Is p/n: 
dan is n 1{wadraatrest mod p, lmmers o2:= n (mod p). We onderstellen duR 
P > 2. Pf n, Vo:,r deze gevallen is het symbool ~ Legendre (~)ingevoerd. 
~~!J:~i tie. Voor p > 2., p f n is 
( n) = ( 1 , a 1 s n kwa d rn at rest ( mod p) is, 
P ( -'1., a1s n niet-·'.'est (mod p) is. 
n n' St_eJ.ling. Uit n= n 1 (mod p) volgt (p)=(p). 
Bewijs. Als p.j.. n_. is ook p Tl n 1 • Het symbool (!.:.. 1 ) heeft dus zin. Uit 
~-- , 2 p 
x ·= r, (mod p) voJgt x = n 1 (mod p) en omgekeerd. 
Voorbeeld; 
s te J ling. Zi j p > 2. In e 1 k gereduceerd res tsys teem mod p ziJn er pre-
,~ i~;-.rs-1 lcwadraatresten (mod p), dus ook precies ¥ niet-resten 
(mod p). De eerste P21 getallen warden door de restklassen voorgesteld~ 
2 2 (p-1) 2 waartoe 1 1 2 , ... - 2- behoren. 
Bewijs. De kwadraatresten zijn die en alleen die getallen, die liggen 
-----·- 2 2 2 
in de restklassen, voorgesteld door 1 ,2 , ... , (p-1) . 
}ds x ·1oldoet aan x 2-= n (mod p), voldoet ook p-x hieraan. Immers 
(p-x) 2 a (-x) 2 a x2 e n(mod p). Voor kwadraatresten komen dus alleen in 
' 2 2 -1 2 
.sanmerking de rest1dassen 1 ,2 , ... , (.1½-) • Elk tweetal van deze ge-
tallen is echter incongruent mod p. Ze stellen dus alle kwadraatresten 
vour. p-1 
Ste_1lin~ (Criteriui:n van Eul.er). Voor p::,. 2, pf n is n 2'" :2:(~) (mod p). 
l?i:=::_wijs. Volgens de kleine stelling van Fermat heeft de congruentie 
nP- 1 E 1(mod p) de oplossingen: 
2 
n~~,2, .. ,n-1. Voor dczc ccnfruentie kunnen we ook schrijven 
C-'i ;--'] 
~ ~ (r: ~ -:)(n t.: ..:-1) =-: :- (r,:::;d ;·). Ler: en s1€:chts een van de foctoren 
. ,, ,.1 
, ... '-) 
~ 
.... ~ --•. ,..,.... ~-· 
' ... ~ \,.,, \,J L k1r, ~i~t, went dan zcu i:-/2). n vold::et 
:~t:n n c.. --1 :: c:- Cr ~]gn n (mod p). Is nun kwadraatrest 
p, dus 







'.:= - ~-1 ( r.-iocl 
eer, :::: met 2 ( ' :1 ~ n moo p) • In dl t gev?. 1 
p-1 p-1 
~ r: -·\;:.~2 -r-dus '.Jan n = 1 (med r:·) of 
p) • 1\1 le p-1 
--.::. 
kwadraatresten voldoen hier~a~, en 
hoo,:'.:s ter.s f..;J. we rte ls 
..,.,, 2..: 
nict-resten voldoen dus aan 
D-1 
• ., I --t~ " T ,., In) I "0. r) 
~} \) ., ""\nt\m,,, iJ. 
1" 
heeft, zijn d1t dus alle 
,, 
l 
1 I;' • ) •' n + ""d\ffiCO p, OJ. 
,, 
n·.':.N. (2s::).:.:: = --1 (mod p). Dus -1 is kwadraatrest mod p of (..:_1_)==·1. 
~ p 
(On,;clwerd: Hceft men een p met (-~)=="i, dan is peen priemft:ictor v:rn 
~ 0 Q 
cc:n s:im v.sn ::v:ee kw2draten: immers x"-+"1=0(p}, dus p/x~+1). V~_,weU;:e 
,'\ A. . -
priemgetJ~len is (~)==·1? Volgens erit. van Euler is (~)=(-·'1) · (me' r 
"' i - .,.,\ \ -i ' t-=' ., .. ,..., p 
ous "-J,.::1 a.Ls P=4 voua -i-·: :)t p=2. Bei....-ezen is dus: Alle oneven DrieV!'I-
delcrs v ~ de sc~ v n 
~ed1ante - voud + 1. 
li2:dcn zijn + 1. 
Is n --




-~ t) t 
p>2 
met a b)=1 zi ·n van de 
is (nn 1 \_,n),n') 
- -J-,-::: \- • p ~' p 
p) zijn dan en alleen dan oplosbaar 
,-, 
en xce n'(mod p) beide oplosbaar of 
.. nn l) is dus (-"- = p 
r 
77 
"' r n) , I is OtlS \~·= I/ 
p j_~"1 
Ste:lling. (Cr:.ter'ium vr:m Gt,uss) Z,ij p > 2, Pf- n. Men beschouwt de P21 




vcrschillende getallen >0 en <p. Is nu m het nantal van deze 
3 
r,::sten die'.>~ zijn, dnn is(;)== (-1)m. 
fo?rbeeld. P=7, U=10. Get8llen 10,20,30, resten 3,6 en 2. Dus m=1, 
10 3 2 dJs (-,7)=(7r·)=-1. De congruentie x = 3(mod 7) is onoplosbaar. 
d p-1 £_1...'c,ijs. Laten e resten mod p vt1n n,2n, ..• ,~ n zijn r 1,r2 , •• ,r~, 
d-;n zijn deze alle ;;;1 en :ip-1. Het is duidelijk, ;;l_~~ r 1 =t=r/mod p). 
i _ p-1 (P-1)1 -::-( d) b Nu s r,1 r 2 •• rp_ 1 = n.2n. ·7r"" n 5 ~ • n mo p • We e-
~ 
schouwcn nu de rij r 1 1 ,r2 1 ••• rp_ 1 , waarbij r 1 '=r1 als r 1 < ~ 
~ 
Al.le r 1 zijn dan <~. Steeds is r 1 1 ?j; r',(mod p). De r•ij r 1 1 •• r'p- 1 j ~ 
p-1 bestaat dus uit ~ verschillende geta llcn die ~ 1 en ~ P21 zijn, is 
p-1 dB gelijk 3an de rij 1,2, •• .,~, dus r 1 1 ,r2 1 •• r'p-'1 =(¥)~ Vergele-
~ 
,' met de rij r 1 ,r2 .. rp_ 1 zijn er m getallen vervangen door p-r1 ; 
~ p-1 
(, __ ze zijn = -r 1 (mod p). ::)us is: 
c-1 
(-1)m(¥)!s (¥)~ n~(mod p), dus is 
n T s(-1t'(mod p), dus volgens crit.van Euler: (~)=(-1)m. 
TDer~1ssing. Stel p/a 2-2b 2 , (a,b)=1., p oneven. Weer is P../-b, kunnen dus 
l: bepalen met be= 1(mod p). Uit p/r:i2c 2-2b2c 2 volgt p/(ac) 2-2. M.a.w. 
(n:-.:) 2 ;= 2(mod p). Dus 2 is kw8draatrest mod p, of (_g,)=1. Deze voorwaarde 
') p 
is ook voldoende. Voor welko priemgetnllen is (t)=1? We passen het 
criterium van Gauss toe. We schrijven op de rij: 2,4,6, .. ,p-1. Dit zijn 
t~vcns de resten mod p. 
Stel nu P= 8 voud +1 = 8v+1, don is m=2v, dus (f}=1. 
,, 
is p= 8v+3, dan is m=2v+1, dus (;)=-1. 
D= 8v+5, dan 1s m=2v+1, dus (~)=-1. 
2 P= 8v+7, dan is m=2v+2, dus (p)=1. 
2 
. ~ 
Y.t,:-men dit samenvatten tot (~)=(-1) 
We hebben dus bewezen: Alle oneven priemfactoren van a 2-2b2 (a,b)=1 
~J.__Jn van de gedaante 8v~1. 
Underzoeken we nu p/a 2+2b2 • Nu wordt de voorwaarde (;~)=1. 
r:..g) = (.:1)( 2 ). Hieruit leidt men af: (P-2 )=1 als p=8v+1 of 8v+3 
·p p p 
=-1 als P=8v+5 of 8v+7. 
Dus: Alle oneven priemfactoren van a2+2b2 (a,b)=1 zijn van de gedaante 
8v+1 of 8v+3. 
El em en t ajx _§__g__e_taJ)-_®_tJl_~..9]' i §.'ll: 
door 
Prof.Dr BoMeulenbeld en Prof.J)r S.C.van Veen. 
16 Ula art 19 5 5. 
I;Le we d!3rkeri_g_he i dsvrn t .. de1:_ kwad;p§§.._tre st ~I! ... 
Wij veronderstellen y..9o_rJ_~, dat p en q .9._peve11 priemgetallen zijn .. 
~anneer men getallenvoorbeelden narekent, blijkt het gemakkelijk, 
dat in de mee.ste _gey~_Ll.~.n (r2.) = (~), dus p tegelijkertijd rest 
(niet rest)van q met q rest (niet rest) van JJ• 
b. v, : f 8 2 - 13 (mod 17) du s ( ,}l) == + 1 • 
l 2 2 _ 1 '/ ( mod 1 3 ) du s ( t}) - t 1 , 
Er zijn 
b. V. ~ 
{ x:
2 
..... 7 (mod 5) geen oplossing, dus (~) = - 1. 
x 2 ~ 5 (mod 7) g~en oplossing, dus (1) = - 1. 
echter duidelijke uitzonderingen (globaal in 25¾ der gevallen~ 
0 11 2 '- - 1 1 ( mo d 7 ) dus C"7~) == + 1 -
x 2 = 7 (r,iod 11 )goAn oplossing, dus Cf,1) == - 1. 
Gauss heeft ( ocrspronkelij le langs experir.1entele weg) ontdelct ~ 
( J2) -- (il) 
Cl p wanneor ten minste 1 der priemgetallen pen 
q van de gedaante 4k + 1 is. 
( E..) ---(.9.) b . " . t lJ d wannec!r ,eicte priemge ,a .en p en q van e q p 
gedaante 4k - 1 zijn. 
Di t is de wederk~eicl_swet_ der)nrn._.9..raatresten. 
In het bij zonder met het symbool "✓anl~e,2;endl_'_e verkrijgt de wederke-
ri~heidswet de volgende elegante gedaante: 
n-1 
---,-,-·· . 
(f~).(il) = (-1),:. 
q_ p ' 
Wij gaan nu ove~ tot het bewijs van de: 
1
• e derker ijjle ~et~ Gegeven p > 2, q > 2 ~ p en q pri emg etallen, p -J. q. 
Te bewijzen~ 
Bowjj__§ t 
Volgens het criteriuill van Gauss is 
(.9.) = (-1?1 (1) p 
waarin m het aantal resten (mod p) uit de rij: 
" ' .12.=..l q, c:.q, )q, •••• i 2 .q 
die> j zijn, of, nag eonvoudiger: 
h1cJt aantal absoluu.t ldE::ins}=e negatieve rest en ui t deze rij. 
Al deze absoluut kleinste resten zijn dus van de gedaante 
7J 
- 2 < qx - PY < ') 
-2-
( 2) 
waarin x eon geheel getal L:: t c1e rij 1, 2, 3, " •• , J?;;-_J. ! en y is 
L 
]~_()t daarl::,i,j behorendc, le tal [-}~]+ 1. Bet getal uit ( 1) j_s 
ciu::, hct aantal o plo ssingcn ( x r y) j_n gehele tall en da t nan ( 2) 
7c,ldo ct. 
d zelfdo wijzo vindt men: 
aan 
·roldoct . 
(12; --· (-1)11 q· 
t aantal op1oi3H 
~ < PY qx < 
( 3 ) 
en (x,y) in gchc tallen vcorstelt, 
( Li ) 
' I 
. , -- ' -, + .. 1 7 - 11 DU x· evs -r •r 7 J"" ) 1· ,.. 1" -·, 0 1·, i;"h ·1 ·_i ,_,·._r, •'. 0.·• C ,:-:, o"~ r'l1· '1:c,t, P,11 /\, '7. 1· e, fl. &:'. 1 'L'· T' ') • '_:_ ,_] ;-, u :,_! J. U • - u cY , U ( .L c, ,:, '-· --ls ;J.~c ~ _ _ _ .!. J • ~- - ~ 6vl •C 





'ij t~kanen nu de drie lijnen~ PP 1 - qx-py -
, , -r:i'n -) gaat aoor -" l _.,, ,, en 




qx-:py :..::.~ :'-,; 






( 6 ) 
( 7 l \ I • 
_,; ij JJ:G.an _ door. __ c_r~J_s_e:J_J~.ogp_t.q_:r'p~1,n.t.J1i:r:me~ __ Q..A,.gJ3_ _o.f_ .. Q P __ 1,<?,_Js;r_e_:rl~,~~El]l 
X 
£j.C~• Imrn.ers substitutie van _gc]':..~-1~ waard-en va.n x en y in { 5-) en 
(6) voert tot eon togenstrijdigheic1, terwijl in (7h i::: ~ , dus 
de l{leinstc g0hele van nul verschillendeo, waarden y en x 9 die hi.eraan • 
voldoen, zijn Q en n (buiten de rechthoek). 
Het totaal aantal roosterpunten J?JJg1_en O.ACB = 
Uit de volkomen gclijke ligging van de congruente A A 
( 8) • 
}3PP I en 
AQ 1 Q tcm opzi cht e van h12t roo ste_:T ~ro lgt 1 da t het aantal r-ooi>'"t-e-rwn-
tE.m _g_jJj.Jl.Jl9.l1. 1::,, AQQ 1 = aantal ro()-f'ter-punten _9:,..jJjJlQ.~J:1. /:J. J3P 1 P. 
Het aan tal roo sterpunten b\nnen OQ.Q. ~{;P I be d.ra.agt dus ~ 
n-1 n-1 
-"'--·- -"1.--- • - 2- d 0 • 0 · L :::_ ( 9) • 
p. , i:: \ 
l_l l t ( ) ) 8'11 ( •1·• \ ,ro l P'.J..L / ✓ ..L.·Q ' 9 de coo:r 
OPP 1 1 voldoen aan 
'
-_, "Lr 'T''·I' ·1,,-, ·1·1 f'! "1':, ·•1_,'· ( ') ') -: c, 1·, r::, -l'-· 
_, .. l V .. .JCt. ... U- ,:,.,___ r__, _Li.") .t_ ... _,1 al roostcrpunten 
~Jj_:UL.0BL_~ · 
d 7 f 1 7 'c-' , '7 ) ( .~ 1 c1°+ ·1·1, 0 ·t 
·cze-'-··ce wij:;;;c vo __ gt uit (,.-,), ( 1 un \"r/, '·"" c. al rooster-
T)u_ 3 
m+n 
it ( '1 en ( ·1 0) VO lgt z 
m+n == lt:-J. r, 
c'.. 
dus 
,. 1~ 1 -l- r~~ 
/ 1 ' .L.1..:..' ,:..,;., 
-- \ - I ) --
-2d 
l . .-, 
,;:,. anderzijds gclijk 
]::.l . .9.;J. -· :2 d J?.::.:L SL-:..1 
'l ., . 2 .. ,, (-1) I':. c:_ -- (---·1) G 
w.t.b.v,·. 
wudurkcrigheidswet is :f ei telijk het 
bewijs g1ng is van 
st~lling weer gcvondcn door 
gc~blik nit:t be:kend was met 
niet 18 jarigc Gauss,die op dat 
t wcrk van zijn voorganger. Na een 
ss op 8 April 1796 
~e stclling to bewijzen. 
C::ro lc\·cn :;_f; hij (,r note gcrcgc2.d op terugg omen, 
:n hi,j hceft nog 7 and.ere :::,c\1ij z.,:;n gc vc,p. o ocnvoudi.g::.~te hicrvan 
herusten, 0venals hut voo 
t(rium van Gauss) d1:1 t ,:Ly)r 
t;-, 7 " 
-1- " pis een priemgct 
9 op hct ;1 le:mi;t:_1, van Gaus::::-; ( '"' cri~ 
i11 "I wz,rd gepubliceorcl. 
11a11 ~:?c1,rnat: 
c1us ~ 
p - 2 ( JlO d J) 
n 
3:::-1 
dus c i) = cf) := c -1 ) --ir---- -1. 
.J:.L3 J is een nic~t-rcst van cui priomgctal van Format. 
Volgens het cri tc,rium vnn Lulccr :Ls dus 
(mod -~ I 
.!! ) ' 
.)c-1 
0~ 
-:i, c:_ -· - 1 
-~' I 
r, l{ 
( med 2.-'.'. + 1) ·->k mi t 8 2 C.. -:- I priem is. 
lr 
•~) .J:'l. 
:r=an is p- ·1 == 2~ de laa~sta 8xnonent 1 
-•-··-···---·--· .. ' 
die :: 1 .,._____ -L, '1 ( mo d \ 1 t· _, . IJ .i maa;e ~. 
-~ is c::en.J.,·,ri1:nJti0VC,Y(OI't,:::l Vwl do_ C0J1.{'TUcl1tiL' Yan __ Yernmt_ voor.,iedcr 
~ricmKetal van Fermat . .....,_~ ___ ,_.,___ __,·=-·--.-.. . _ __,,, __ ,. ____ _ 
t feit is van bcteksnis voor de theoric van de veelhoeksconstruc-
tics. Op een analogc manicr kan men zondcr grotc moeite aantonen, 
dut 1::, c::u1 :pr:imiti<.;vc wort81 i::, vin d0j:e pricmgctallen. 
: ann c, er mcri 
,.(ant hct er 
zodat 
1 
dus I tot (::en 
:p rc·petr3rc:nde breuJ,;: wil 
om 1 de, kl•~:instc .. , .. __ . ., .• , ... ___ , ' ........ , __ , __ ex,onent 1 te zoekcn, 
7 






B.v. voor p - 257 hocft de i.,riod 2'.56 ci.jfc,rs. 
Uitbrcd.ding_ tot _d5.llb.1r,: .. ~~~::tallcn. 
d::111 
Jicfini tie~ ; . .ranne,;r w ,~en g_n_c_~>:P. gi:ctal > :: voort-::tclt, dc1t ontbondon 
~ordt in zijn oriemiactcrcn 
m = 
( me,,,,~.,-·011 01 i· o-.·:::, 
..... .1.. .v...1.. Iv ... • .. ·~ c::i!..:., factoren meervoudig 
un wanne8r n aen ander getal is, al of niet oneven, al of niet po-





r ( .;. __ ) . 
J)l., .. 
Di t is het svmbool ·7an Jacobi, 
.,,_.. .. .,J...__ -•·---·-·=~..-----:~-·-· _,,,.,, ... ..,,,.,·---··=··-- ·-
factor8n ondor hot oductt zi j n gc'done: syiubolr:.;n van Legondr-0. 
t 1 • 
HC:;t symbool van Jacobi butcl: p_i_~:..t., da t ui t ( ~) - ~- 1· volgt 9 da t 
van m. 
( }1,) 
\ , kan + 1 zijn als n nict-rest aantal 
tcr0n uit de ontbinding van~. 
;n > C onc7en 1 
/!1.) = ( I) 
\rw m · 
__ (TL.~ .. ) 
, 1'"'1 
l-'1-, 
- n 1 ( r10 d o ) • 
~r 
m > u oncvon 1 rn. 1 > C' onc,vc,n; ( n 9 rn) == 1 , ( n 1 ,m) -- 1 .. 
)C1r1 i ;J 
V v' 
tel. 1Tt == Tl T) i ·- 77 1 I 
1"= ·1 ~r .::- r 
)) 




( 1'1", I ... , \ '1 ' 
I) \ ~1...::. 'J :L.L ) -~- i ) 
> 




n ( \ /7 ·D) ( ... lL~) J I \ ·-- ( -- = li / ---• 'n nrm 1 r:::1 
·r p l:' 
estrclct 0 11e1~ .., ·1 ai. .i. e priemfactoren van 
~i1C; 8 J_,-r.lOll C1 i c] ) " 
( - r·' \ 1 r r i .. , ') 1 \ l l , .1.J,,. _i - 1 7 \ ,d ~ 11 !. 1 := • 
Viederh:erj_ 
) . 
sstelling voor de 
idswet van Jacobi). 
Als u en u 1 oncvon zijn, dan is 
( l{~O d 4 ) 0 
(' : , - 1 ' 













n u -1 r 
-·- --- 2 --------· -
( -1) 
v 









(~1-) = (-1)·-· 2 · (Legendre!) 
r 
m > 0 on0v0n ., 
m2-1 
. 13 ~ 







( 2 e aanl!U.llingsstclling voor de wed~rL::erighuidswet van Jacobi) .. 
"'J 2 
.Jte.~,i§l~ u cm u 1 orwven-. (uc...-1)(u' -1)-;_; 0 (mod 16). 
)) 17 ') u'--1 ,., 
r=1 r ~-- L.. 
-~---·t·•·•···'' - l'"' 1 
)) ') ( TTu )'--1 
T'd l:' 
------>-r;----




,2 ')) ('"' n 77 du.s ;;:-. \ = \. _,,) --m' I'-:: i Pr r= 'l 
2 
u -1 r 
= 
( mod 16) o 
( mod 2). 
2 
u -1 ~ r 
17 (-1). 8 
:r"" 1 
(mod 16) • 
.eA½,_l_e;n b_e)}_ .e.n. ,I:')~_q_f',. ))p __ J~ ._c . y,a,n __ 3:e _exi, 0 
a "Y't 1ur:::r:; 
"-,'C ""CJ.. ...... ,_ 1 .. __ ._.,. ...... -~, _ __,.1 .< .• 
De Wederkerigheidswet van Jacobi. 
--- --- ... -- .... -..... - -----.. ,--~_._,.,,.....,.....,..... ____ _.. - ,, . " .. .,. ... , .. -~ ,.. -~- -,-- .... 
Jacobi heeft met be:::ml;J van z,i~jn syl:llx•ol (1~) (1!1 _on_e:vEJl) 0) de vol-
gen de ui tbrei cl.ing Vc:1.n de 
steld. 
St el_linL6.~ .Alr::: n er: ;;1 
onde.elll.aar zijn 1 dei.n is 
( n~ (m\ ( ~, 
·- I -· J = - I ) Til n ' 
n=lr r>1 
m = n-q)1 
( 1) =_,J!I ) = n 
n1· \,fq' T• f - ...l. 
( !'.I· T.-r 
~:1_.=-_) • ) c.= I 
- n l) ,q 
.,_ 
ta1lon 
TT < ) 
'q '1 / 
T'T J2.::J. ~l ( - : ) 2 ~ ~- ---
r!' q ( - 1 ') • I I 
1f -- -1 
die onderling 
a)~ (4-.:_3 :,;_,c, 1.ric:,u) --
b 1 o / . 
\ 
} ::: 
\ l / c:::- \ 
= ( 
- -( 
( - ; ) 
' , . 
)x( - -: I -1 \ \ ··- I / = '"1-
-1· 
' / ,:, \ 
J -- \Ts·., 
= -:- 1 • 
L- -( 
-2-
warden vaak vereenvoudigd door: Deze berekeningen 
_0j;e"'...J,,)-Jp.£7.~ n en ni 
lijk ) O)o 
en onderlin{~ oncleel baar ( niet noodzake--
.. - ..... _.,. ..... , ... _,., ..... -· .. --------.,.~------- -- -·~----_ ... 
Dar1 is 
FtlE3 Il < () e11 "{ll <. 0 is 
n-·1 m-1 
' ,r ... ,·,.•rr -
(-1) ~ L in alle andere gevallen. 
_B-~e .• ·v·_"_ .. i· ... ,•·.J·_s_._? a) n . .,_ vr' ··r1 ', ( ···tr=· 11 i· n ,., ,::: ) 
. .• . '- .. - .. • _,. ? l. ,,, C) , .; ·b · .. .> 
b) n<0 9 m< .• 
::-; (-1) 





c) van ~le get all en n, ,1 > C 7 het andere < 0; zonder be:perking 
n >0 7 m<C. 
\-C[L)( 
;- ,u1I n 
11 - I j i:l j + 1 D - 1 · 
- A·-- • ·- c· --·:-- -,. 
= ( -~ ·1 ) C. c:: - ( .. 1) - (-7) 
Voorbec:ld~ 1-\ p -=- ( I:.) ·1 _ voor \) :. _:, i we,ser.:s /) > 3. -- 3 -· 1 ( mo d 4 ) 
Het symbool van :I_~:;:;_o}_:t (~{) i:=i alJ.E:eJl gedefinieerd voor m Q..Q_E;V\3J1· 
Volledigheidshalve delen 'll'ij mede 1 dat 1-:.e.t in SQJllinige ondetzoe-
kingen de1· getallentheorie gev1enst is, over een dergeli.jk symbool 
te beschikken voor vvaarden van m. 
Di t wordt gelevercl door het syin."bool van t=ronecker,, al thans van a.ie 
waarden Yan n, waarvoor het sy11 boo1 nodig is. J.Jaar echter de toe-
passingen van het /)-:·..0.11~.sJ:;__ey,--symbool op een veel verder terrein liggen, 
wat wij vocrlo g niet zullen bctl'eden~ zullen wi,j dit symbool ver-
der bui ten beschouwi.ng lat en. 
:iij zullen c1it hoofd 
ie criteria leveren voor 
b,:c::3lui ten net en\:c, le ee'llVOlHlige stellingen, 
ic! etallcm van s ciale gedaante~ 
f) 
.P .. l s p > ~2 7 11 < lJ ~- r1 = 1 of hp'-+ 1 
en 2 h 'f· 1 9 211 ·- 1 -== 1 (:-:10 0 n ) 
_dan .... is n 
111ctc 1~1t, \:'/c1a1"\\"1oor 
1, 
n == hp - + 1 Net b = 1 of 2" 
d / l~ / ll ( mod n). 
d/(n--1) V'lc:genc 21-1=, 1 (mod n) -·➔ d/hpb 
I ' dus p/d 1 (want 
Vo ens het theore,,1a van uler is 
2 y(n) = 1 
dus I r· ( 1" \ \ "J • 
Kanoni e ontbinding~ 
... 
• I af •1 (li ( n ) :::: :::1 .1 • • • 
-1 
·_,,·.-_) _L y·, r117 l C'< T J.l. I -~ _,~:-.:, 1 " 1 
- • • • OI :fl:ir - , 
Dus n heeft een prie~factor 1 ( :10 d p) • 
~.>c el n == 
Als@ >1 is, dan is d~s 
n -- 1 ) ( vp+ 1 ) 
' .b ( \ I 1 + n JJ --- 1,1 .. p+ 1 .! , 1 \ / ~➔ 
"lo or b -- is 11 - 1.:1.'\rp~-1J_+·\r 
Voor b - 2 is~ hp= uvp+u+v p/(u-:v) 1 u+v .~ ri 
-, 
2v )U+ 1! ~l) \! .> -;J 1~ 
UV :::. h <. 1 
·1 ( ) dU,'3 U = 1 1 V >,.p-1 9 UV),:. 
Dus de ontbinding n =(u ' ( \ 1 ) vp+ 1 ; is orn,Logel i ,:jlc 1 
•') ( ·1·) ') ) < ':-. -,~ . 
p <.. 2 
2 , ·· r:;Il1 • • 2Ji'l. 1 m > 1 i:1 <, '- 1 n = n. · + / is een niet adraatrest van 
p ( p on even) . 
-l . 
_ )~J,rl J_ 8 "'" - 1 ( mo d n ) 
oen noodz~akeli_tke en volcJ.ocmd~e voorwaarde voor n priem. 
BE:yvij s:; a) 
b) 








' 1'1) " 
E/tel I ir3 2er1 ~--·'.:-Ci(~ ~fact()J:·· -✓Etll 11tl 
c1 is de '.,leins·cc ex:;_Jcn1ent 7 'Naarvoor pd - 1 ( aod 1:") 
-r,n - 1 = ·: 1 ·i ·::::· 1 ( :,10 cl f ) • 
dtl f3 d 'f .; ( n - 1 ) ; d/ ( l>· " ) 1 rl/ ( "i ) • 
f .::i I ,;;1il-1 l'"' 
0 - D "/- ·- .. ~ i 1 ) " 
1) of I== 2 
. . ··- 1 ·•= n ( " ·, 't'l' 
_:_)ar11..-i 11 1 mo a :-~ ·· ) 11 .. 1 ( ., ,. r,1 \ i 8 i; -=- i'.O (., L. ) • 
+~{+';:l y = 0, r- = p. 
1 r 
l"c· = ~ •?·::._,_ 
,#-_ - - I 1 L.l. - ,_ • 
.. ,].{ 
,--, ,-•-, 
,IL ·=; 2,:: ... 1 ( ,.,wd 
r,=,st van .J. 
Als du.s priem is, da~ i2 2 1 
a) 




2 L = 1 (mod P) 
-5-
In stelling 8 h = 2, n = 2p+ 1. Dan is h <. p 
2 h = 4 t 1 (:mod n) " 
2n- 1 = 22 P '::, 1 (mod n) • 
Dus n is priern. Voorwaa:cde yolqoe".ld~. 
ELEf/iENT;\IR:C GETALLEN'rHEORIE VII 
door Prof.Dr B. Meulenbeld en Prof.Dr S.C.van Veen. 
27 Apr:U 1955, 
~e theorie der part1ties. 
Wij w1llen de ls~tste lezingen v1n dezo cur8us wiJden aan een geheel 
rrnder gedeel tc cler e1eine;',t·:- ire ,,;et.7 llcnti1e0Pie. De voorgtrnncle bescr1ou-
wingeri 1Jehoordt::n tot hct s;c'.~,:,_ed cJcr mult:q::,1ic:1tieve cetol1entheorie, 
w1srbiJ de gehele get,1llen verden bcf;,;houwcl :~1 ls multiplicatief ssmen••· 
gesteld uit hun priemf~ctoren. 
In het volgende wordt een specj7~l 0ro~18cm der 1dditieve getallen-
theorie beh~ndeld. HierbiJ worde~ ae ~ehcle getnllen additief snmenfe-
steld ged7cht uit n1jer te tcp~len ~eh~le elementen. 
Wi,J 1.:irschouwen het ntelsel (7cr :-1·,t11 1Jr1:1Jkc sct::1llen 1,2,3, ....... . 
CJnder E-c.n p,'.'!rtitie V"1n eeri pr:,,,·<•vcn 1'')'' .. +--j_ef' Q'et,,l n VEl"'St·::inn wi' J ,jc, '- .:'.) -··bC 1, ,.·\.. u ,L V. e_, ,. __ . _ '-"'c , t. 
verdeling v □ n n in de som v2n cen zeker 11ntnl gehele posit1ev0 ge-
t1lle11 (81 cf niet gel1J 1 :. 13.v. fie p,rirtJt:LCS VcH1 
5, 4+1, J+2, 3+1+1, 2+2+-1, 2+1-f-'1+1, 1+1+1+1+-'I. 
Het s:::mt11 p1 rti ties w1 1-1 5 ·1 ·" l'f3 7. 
WiJ schriJven dnn: p(5)=7. 
r:: 0 •. 
_) Zl,Jrl: 
Een ,::,e 19 ngri ,J k rro blcer,; L1 i ·c J ,. z.c onJ : r;;-: cic k ing,.::r1 ts: 
Gevrc"J3gcl te tcp::1len hct .:,::1nt··11 r:·:rtiti(,s p(n) voor e(:::11 gC::geven i,,ncircL 
vc:1n 11. 
lossin~ onR t~ v~r voeren, 
Wij will0r1 hi2r volstr:1n 1:1et eni;:::c :.:,J.:cmcnt'11re beschouwingen, clie on~i 
tilth'3ns erng inzi,~ht 1;:um~c,1·, vcPschr1f'C21J in rcct mysterieuze gedrag vnn 
de functiE p(n). 
Grafische vocrstelling dcr ~~rtit1c8, 
Wlj bcschouwen "1 p·,rtitic 1rc:11 ict :'etnl -18, b.v. 
18 = 7+4.;..J+j+1 
X X X X X X X 
X X X 
(2) 
waarin de horizont1le ri.Jen do gctallen der partitie (2) voorstellen. 
Lezen wij dit schema vertic?al,d~n krijgen wiJ oak een partitie 
18 = 5+4+4+2+'1+1+1 ( 3) 
Zulke partities Rls (2) en (3) nocmen wiJ: toegevoegd of geconJugeerd. 
Een grafiek met m horizontalc riJen g~eft horizontaal gelezen een par-
titie in m d0len; verticn1l gelez~n kriJgen wiJ d8n een partitie W3ar-
van het grootste deel = m. 
Stelling 10: Het a;:.rntol p..-,rtities V'rn n inn: cklen is gelij1c cion het 
aanta 1 p.1 rt i ties vr':!n n in ,fo len, w;:-1 a rv1 n hct gr•ootste is m. 
Stelling 11: Hot aantal pnrtities v~n n in ten hoogste m delen is gc-
li,:ik :1un hct c:rnntal parttt:Lcs v1n n :Ln cklcn ~ m. 
De voorttrcngcnde funct1c v7n p(n). 
Wonncer vd,j E.:cm functic F(x) hcbbcn, 11:L(; .1.n ee::n nl:-,chtreelc:; kan wordcn 
ontw:Ucke l•l 
n( ) _ ·7 ·f'( ) n 1:-x -,< __ nx 
w:rnrbJ.J ck coefficient vrrn xn cel1,Jk: ts ~rnn ce:n zekere functie f(n) v 01r1 
de exponent n, dan nocm0n w1J F(x) de voortbrengendc functie van f(n). 
fa11E.r heeft reeds .±. 1740 op ?.(~:er eE::nvouc.1 J.gE v~iJZC· clc voortbrengcx1dc 
functje v~n de pArtitic-run~tic p(n) gavondcn in de uitkomst: 
C-0 
1 F(x) = 2 3 ( 1-x) ( 1-x ) ( 1--x ) ...... . 
( 4) 
Wij zie:n cle: Juisthc'l'J ve:n r'lc~~c u'LtJ:orn::d; •innn,Jdc.:lliJk uit d0 m8chtreekE:-
ontwikkeling dcr f'.'lctorcn: 
I ) -1 \ 1-x = 
2 -"\ ( 1-x ) = 
(1-x3)-1= 
2 =) . .1'" ·1+1 , 1+1+1 1 + X + X + X - + . . . , = 1 + X -. X + X + • • , • 
2 4 G 2..i.. 2+·2 2+2+2 1 +x +x +x +, . • -- 1 +x , x +x + ..•. 
3 6 ,9 3 l.J..) 3+'+3 1 +x +x +x +" . . - 1 +x +x.,, · .J +x _i + •..• 
11h:r;ne,2r wij ch .. ze rcekse:n v._:r'mcnii:~vi;.lcL1..gcn,. din lovert ieclGre tsrm met 
11 
· · t 1 t · t · x JUlS, p~r 1 1e van n, wnnnccr wiJ iodcre 0xponent V8n de eerstc 
ri,J in olemcnt8n 1, icd~r2 exponent von de tweede rij in elementcn 2, 
icdcre cxporn:nt vnn cle cJ0rcle r>ij in eJ.ementen 3 enz. splitsen. 
B.v. a~ p8rtltic van 10: 
10 = 3+2+2+2+1, 
ontstaat biJ vcrmcnigvuldigjng v1n x3 ult de dcrde rij met x 2+2+2 uit 
" t d . . 1 . oe wee e r1J en met x ult de cer□ te riJ. 
Men ziet gemakkelijk, d~t i~deru p3rtit1c v8n n op zulk een m~nier ont-
staat, en wel precies op 1 w1jze, wrarmcdc de juistheid van (4) onmid-
dellijk is vastgesteld. 
-3-
C'.L3<Jl met ,:iehulp v::n (l~) ,·tecf.'t Euler reeds p(n) bep]ald voor n :_:i2Li., 
In het vcrloop van d~ f~nrt1c p(n) zit op het eerste oog weinig regel-· 
1 .. ( 2 ) 2 ·~ ( ··:i ) ' .} = J p _) ==.), I re ) 7 \ _) ,::: J n(G)=11, p(7)=15, p(8)=22J 
'(n) lc,opt snel op: 
{,1:'.,)_nJ,1 
\ 1 1 . .1 -C:..._J l J p(24)=1:~ 
vcudig probleem, 
) ' ·, 
=-) ~~) 
bruik v~r voort rcn ndc functies door een eenvoud 





X + 2y + j'.:: - n I. 'i -:. vcn ;·1) 
Noemen wij cht ::nnt:e:l "' I ,, .. ) J. \ l j J ·,n :;;:1.ct men onmic1rlcllijk, 
trengen 2 functic v n (n) is: 
l:J t~\ ~Lr1 \r:-·• n 
--1 ( 1-rl) ,cc '1 
'J 1 (1-qL)- :-= ·j 
( 1 -q 3 ) - \o= '! J, __ .I_; ' T 
( ) n C n q 
~• ,·, 1 I 




Nl1 is hct b:ij ( C,) l,, , .. L '- ,..:tTv t.1.-1 (q) Jn pnrtitlc breuken te split □ l. 
F(q) ~'C 
I 'I-•:' ) J \ '·c 
"1 
··•--:5 ;·, i .j. IT :L 
-J)-
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In deze u_ tkomst zit echter nog ,J:.: volgcnde ,:=is rd ighe:;ic1 verborgcn: 
c.:os 
~ ' .c,> ' l " t t . h l t 1 i-\.,':'lngcz1i2n 1 n; vo gens zi,Jn on,;;; ,-,,·nsw1Jz12 ce:n ge ee gen. is en 
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bi,j (n:j~) is ;:;elcgcn. 
0 (11+3)~ 400 1 b .v. voor n is .,.7 is '1 2 = 12 = J3'JJ dlis f( 17) = 33. 
Dcrgelijke probLmen spelen een rol :.1i,j gE.:ldwisselproblemen, b.v. op 
hoeveel manieren kan een gulden warden gewisseld in centen, stuivers, 
dub be 1 t ,jes en kwa '.'tjes? 
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